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Summary

This work deals with the evaluation of the moment re-
distribution due to the cracking during the 2nd stage. The
deformations are determined referring to local moment-
curvature relationships instead of the more common rela-
tionships concerning average curvature. The local cur-
vatures have to be taken into account, because of the not
negligible moment gradient in the support zones. The
tension stiffening is introduced by means of a simplified
formulation. The solution of the non-linear equations con-
nected to the cracking is obtained by means of the
Newton-Raphson iterative method. The analysis of two,
three and four spanned continuous beams shows the role
of the parameters governing the moment redistribution.
The comparison with the experimental results is also made,
the list of the computer program is in the appendix.

Referee - Filiberto Finzi

1. Presentazione del problema

Nelle strutture in c.a. il fenomeno della fessurazione, pre-
sente anche nelle condizioni di esercizio, determina un
comportamento che puo discostarsi notevoimente da quello
previsto dalla teoria elastica [1], [2], [3].

In particolare nelle travi continue la fessurazione interessa
soprattutto le sezioni sugli appoggi, dove si hanno picchi
di momento negativo; la diminuzione conseguente di rigi-
dezza provoca una ridistribuzione delle azioni flettenti che
pud essere molto sensibile nel caso di travi debolmente
armate.

Si osservi che la diminuzione del momento sull’appoggio
rispetto al valore elastico provoca un aumento del mo-
mento in campata (fig. 1), il che peraltro pud anticipare la
formazione delle fessure in campata, rispetto alle previsioni
della teoria elastica.

Nel lavoro [2] & stato affrontato il calcolo delle iperstatiche
nelle travi a pill campate, considerando perd unicamente
la fessurazione a momento negativo, situazione frequente
nelle condizioni d’esercizio. | risultati di tale lavoro hanno
mostrato che la riduzione del valore delle iperstatiche puo
essere anche del 30-40 % rispetto al calcolo elastico.

Nel presente lavoro viene affrontato di nuovo il problema,
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tenendo conto perd anche della fessurazione in campata.
Come nei lavori precedenti non si prendono specificata-
mente in considerazione gli effetti di eventuali fessurazioni
prodotte da ritiro o variazioni termiche.

2. Caratteristiche del legame momento-curvatura

Lo studio dell’effettivo regime flessionale delle strutture
iperstatiche in c.a. richiede il calcolo delle deformazioni in
presenza della fessurazione, deformazioni che possono es-
sere calcolate per integrazione delle curvature. Allo scopo
risultano quindi importanti i legami momenti-curvature nelle
sezioni fessurate. Sulle caratteristiche di tali legami & ne-
cessario fare alcune precisazioni.

Nel tavoro [5] si sono messe in evidenza sperimentalmente
differenze considerevoli tra i legami momenti-curvature
medie e i legami momenti-curvature locali.

Nella letteratura ([6], [7], [8]) si fa riferimento usualmente
alle curvature medie, dato che le prove sperimentali ven-
gono condotte su tratti di trave a momento costante e la
curvatura viene valutata come rapporto tra la rotazione
relativa degli estremi e la loro distanza. In tal caso le fes-
sure non si formano contemporaneamente e il passaggio
al secondo stadio & graduale (fig. 2 ramo a).

Quando invece viene valutata la curvatura locale del con-

Fig. 1. Ridistribuzione dei momenti provocata dalla fessurazione.

CURVATURE

Fig. 2. Legami momenti-curvature medie a) e locali &) (Ref. [5]).
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Fig. 3. Legami momenti-curvature locali nei conci contenenti le varie fessure (Ref. [1]).
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Fig. 4. Legame momento-curvatura locale. Curva sperimentale media.
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cio contenente una sola fessura (compreso fra le sezioni
di mezzaria fra due fessure), superato il momento di prima
fessurazione, si pud manifestare un tratto instabile (fig. 2
ramo b), con conseguente brusco incremento di curva-
tura, che non & possibile evidenziare con la prova a curva-
ture medie.

Lo studio delle travi continue, caratterizzate da picchi di
momento e quindi da poche fessure nelle zone degli ap-
poggi, deve essere condotto facendo riferimento ai legami
momenti-curvature locali. Solamente la fessurazione di
campata potrebbe essere trattata approssimativamente im-
piegando i legami delle curvature medie, essendo il tratto
di campata sollecitato da un momento quasi costante con
molte fessure.

Il legame delle curvature locali consente invece un’analisi
corretta anche per i tratti in campata, dato che nella realta
le fessure si formano non contemporaneamente, ma succes-
sivamente, nelle sezioni dove via via viene superato il mo-
mento di prima fessurazione (fig. 1 sezioni A e B); la de-
formazione complessiva risulta somma di quelle locali.
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Fig. 5. Legame momento-curvatura locale. Schematizzazione bilineare.

In figura 3 sono riportati i legami momenti-curvature locali
ottenuti nella prova sperimentale [1] (eseguita su una tra-
ve a debole armatura), con la quale & stato possibile met-
tere bene in evidenza la presenza dei tratti instabili. Le quat-
tro curve, relative ai legami dei quattro conci contenenti le
rispettive fessure, denotano differenze modeste dovute alla
non omogeneita del materiale. Appare quindi giustificato
assumere per il calcolo un diagramma medio come in fi-
gura 4.

In tale figura la retta r, rappresenta il legame della teoria
classica delle sezioni parzializzate (!l stadio), la retta r, rap-
presenta il legame per sezioni interamente reagenti (I sta-
dio). Dal confronto si possono trarre le seguenti conside-
razioni:

— il primo stadio appare ben approssimato dalia retta r,
della teoria classica

— il secondo stadio assume un andamento praticamente
lineare per valori del momento superiori a quello di prima
fessurazione




— nel secondo stadio le curvature reali sono inferiori a
quelle della teoria classica per la collaborazione del calce-
struzzo teso compreso fra le fessure (tension stiffening).
Per quanto riguarda la transizione dal primo al secondo
stadio, essa pud avvenire con modalita differenti che di-
pendono dal tipo di sezione, di carico e di vincolo.

Nel caso delle strutture iperstatiche la fessurazione pro-
duce in genere una riduzione del momento iperstatico ed
un incremento di curvatura (figura 4, tratto b”). !l passag-
gio dal primo al secondo stadio avverrebbe invece secondo
it tratto b nel caso in cui si imponessero le curvature locali.
Il tratto 6™ descrive infine il passaggio dal primo al secondo
stadio nel caso delle travi isostatiche soggette a carichi
esterni crescenti.

Per lo studio del regime statico delle travi continue sotto-
poste a carichi crescenti, ha poco interesse in generale la
fase transitoria, e pertanto appare giustificata la schematiz-
zazione bilineare di figura 5, gia adottata nel lavoro [2].
Lo studio razionale del fenomeno del tension stiffening e
della fase transitoria dal primo al secondo stadio, condotto
in [9] e [10], ha permesso di ottenere per via analitica i le-
gami momenti-curvature locali. L’approccio analitico ha
permesso di individuare i parametri che governano il feno-
meno e di eseguire uno studio sistematico per valutare il
loro ruolo. In particolare nelle figure 6 e 7 vengono mo-
strate, per la sezione rettangolare [9], I'influenza della per-
centuale di armatura Y e dell’azione assiale (parametro
n* = N/bh): al crescere della percentuale di armatura e
dell’azione assiale diminuisce |'importanza del ramo in-
stabile e I'incremento di curvatura durante il passaggio dal
primo al secondo stadio. La figura 8 mette in evidenza l'in-
fluenza della forma della sezione [10], confrontando i risul-
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Fig. 6. Influenza della percentuale di armatura nei legami momenti-
curvature locali (Ref. [9]).

tati della sezione a T con quelli della sezione rettangolare
(si noti per la sezione a T il differente comportamento a
momento positivo e negativo). La figura 9 mostra l'in-
fluenza della percentuale di armatura nelle sezioni a T sog-
gette a momento positivo e negativo [10].

Dalla sintesi dei risultati teorici e sperimentali sopra richia-
mati si possono trarre le seguenti considerazioni:

— per basse percentuali di armatura e carichi assiali di
compressione modesti o nulli il legame momenti-curvature
presenta un pronunciato ramo discendente dopo la prima
fessurazione; per elevati valori del carico assiale il legame
presenta invece solo la discontinuita di pendenza

— per alte percentuali di armatura il ramo discendente si
riduce o scompare. In presenza di elevate azioni assiali di
compressione la curva diventa continua insieme alla sua
pendenza

— modeste azioni assiali di trazione aumentano considere-
volmente |'entita del ramo discendente anche per alte per-
centuali di armatura

— nelle sezioni a T soggette a momento negativo vi & una
caduta di momento, pitt accentuata rispetto alle sezioni ret-
tangolari debolmente armate

— nelle sezioni a T soggette a momento positivo si ha un
diagramma pressoché continuo, come nel caso delle se-
zioni rettangolari fortemente armate

— in tutti i casi, ad eccezione delle sezioni con elevate
azioni assiali di compressione, il ramo del secondo stadio
ha un andamento praticamente lineare, confermando la va-
lidita dello schema bilineare per il legame momento-curva-
tura locale.
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Fig. 7. Influenza dell’azione assiale nei legami momenti-curvature lo-
cali (Ref. [9]).
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armatura nei legami momenti-curvature locali per travi

con sezione a T (Ref. [10]).




3. Calcolo approssimato del tension stiffening

Nel paragrafo precedente si & mostrata la validitd dello
schema bilineare del legame momento-curvatura per tutti
i casi ad eccezione delle sezioni soggette ad elevata azione
assiale.

Mentre le pendenze dei due rami possono essere assunte
approssimativamente uguali a quelle delle rette della teo-
ria classica (per sezioni interamente reagenti e parzializza-
te), rimane da valutare la riduzione di curvatura nel secondo
stadio, connessa col tension stiffening.

Nella letteratura si trovano molti lavori sull'argomento (per
es. [6], [7], [8], [12]), che propongono formule empiriche,
peraltro con risultati spesso discordanti fra loro, probabil-
mente perché ricavati da prove sperimentali a momento
costante. Si ritiene utile invece fornire un metodo di cal-
colo, seppur approssimato, basato su un approccio teorico.
Nel tratto di trave di lunghezza dx compreso fra due fes-
sure (fig. 10a), viene indicata con do/dx la curvatura lo-
cale. Nella sezione fessurata B-B, lo sforzo di trazione &,
dell'acciaio €& superiore a quello o, della sezione A-A
compresa fra le fessure, a causa della collaborazione del
calcestruzzo teso.

Facendo riferimento ad una distribuzione costante degli
sforzi di aderenza, come in figura 10b, che risulta un‘ap-
prossimazione accettabile soprattutto durante il secondo
stadio avanzato [15], I'andamento delle deformazioni &

tra due sezioni fessurate risulta linearmente decrescente
dagli estremi verso il punto medio (fig. 10c).
Per I'equilibrio del tronco di armatura tra le sezioni A-4 e
B-B (fig. 10d) risulta:
- A

T=T7T-—pt

2 PTd
con p = nt® = perimetro dell’armatura.
Si ottiene allora:

N A N T R
P A 2 A ’ A, 2
e o= O S TapA s TapA
: E, Es 2AE, P 24,

Sostituendo alla funzione ¢, variabile nel tratto tra due
fessure, il suo valore medio

£ T &

e

si pud esprimere la curvatura effettiva nella zona fessurata
utilizzando I'allungamento medio:
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Fig. 10. Calcolo approssimato del tension stiffening.

23



Utilizzando il diagramma momenti-curvature di figura 11 si
pud esprimere analiticamente il tension stiffening come
differenza tra la curvatura ideale della sezione parzializzata
e quella effettiva:
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Fig. 11.

La distanza A tra le fessure pud essere calcolata con le
formule classiche come per esempio [12]:

A= K, ob(H — x) 2)

Tap

dove K, & un coefficiente adimensionale sperimentale; H
é 'altezza totale della trave; p & il perimetro dell’armatura;
x ¢ la distanza dell’asse neutro dal bordo compresso; b &
la larghezza della sezione; T4 & la tensione media di ade-
renza acciaio-calcestruzzo; £ & il modulo elastico dell’ac-
ciaio; o, la tensione di rottura a trazione del calcestruzzo.
In conclusione, sostituendo la relazione (2) nella (1), si
ottiene la formula approssimata del tension stiffening:

ob(H — X)
4hE.A, 3)

Tale formula consente di fare le seguenti considerazioni:

vo | = K,

— il tension stiffening & influenzato prevalentemente daj
valori della resistenza a trazione del calcestruzzo o, e dal
rapporto tra l'area del calcestruzzo teso e dell'acciaio
b(H — x)/As

— nella formula non entra direttamente lo sforzo di ade-
renza. Infatti I'aumento dello sforzo di aderenza T4 pro-
duce una riduzione della distanza A delle fessure, mante-
nendosi costante il prodotto TsA (vedi relazione 2).

— it coefficiente K., che dipende dal tipo di sollecitazione
e dalle caratteristiche della sezione (acciaio ad aderenza
migliorata, interferro, copriferro, diametro delle barre), & di
incerta determinazione. In prima approssimazione, per bar-

re ad aderenza migliorata, pud essere assunto pari a 0,5
[12].

4. Aspetti del calcolo non lineare

Operando con il metodo delle forze, le incognite iperstati-
che {M} della trave continua vengono determinate impo-
nendo le condizioni di congruenza, cioé I"annullamento

delle rotazioni relative {®} nei nodi. In forma matriciale si
scrive il sistema:

(oM} = 0.
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In presenza di fessurazione tale sistema non & lineare; per
la sua soluzione si & qui adottato il classico metodo itera-
tivo di Newton-Raphson [13], [14]. Detta {M*} la solu-
zione approssimata al generico passo k-esimo, si linearizza
il sistema nel suo intorno attraverso uno sviluppo in serie
di Taylor arrestato al primo termine:

(ocm + aupy = {22 iy + o) = o
ovvero:
[ 80

Sa7 (e} = —orimy)

avendo omesso per semplicitd di scrittura I'indice k.
Esplicitando la relazione per il generico nodo /, si ottiene
ad esempio I'equazione:

Sq)l 8(D| 8([),
- ] + o . = -0, -
Sai - DM+ s AM, VAM,Jl (M,
Mi, Mi ,},1)

nella quale le derivate sono calcolate con i valori M otte-
nuti al passo precedente e il termine noto & la rotazione
relativa provocata dai carichi esterni e dalle iperstatiche M,
Larisoluzione del sistema lineare permette di ricavare gli in-
crementi AM¥. La soluzione al passo successivo risulta:

(M) = (5 + 1B,

Le rotazioni relative {®}, prodotte dalle iperstatiche e dai
carichi esterni uniformemente distribuiti su ciascuna cam-
pata, sono calcolate analiticamente integrando le curva-
ture. Tale integrazione deve essere effettuata tenendo con-
to delle differenti espressioni delle curvature nei tratti fes-
surati. Il programma prevede che possano essere intro-
dotti legami momenti-curvature differenti nelle diverse
campate. Nella singola campata, inoltre, & possibile adot-
tare legami differenti per i tratti fessurati a momento posi-
tivo o negativo. Non & invece stata introdotta la possibilita
di variare i legami in uno stesso tratto fessurato, come do-
vrebbe essere fatto nel caso di sezioni variabili per geome-
tria o per percentuale di armatura.

Anche gii estremi dei tratti fessurati sono stati calcolati per
via analitica, come intersezioni del diagramma parabolico
del momento flettente con le rette dei momenti di prima
fessurazione.

L'integrazione analitica pone dei limiti alla generalita del
programma di calcolo, non risultando conveniente per si-
tuazioni di carico pit complesse. Purtuttavia & stata pre-
ferita rispetto all'integrazione numerica in quanto valori ap-
prossimati delle rotazioni, ottenibili per esempio con la re-
gola dei trapezi, non permettono un calcolo accurato della
matrice delle derivate, creando problemi di convergenza,
soprattutto in presenza di pit incognite.

Le derivate parziali delle rotazioni [§®/8M], invece, ven-
gono calcolate numericamente come rapporto incremen-
tale. Detto m I'incremento del momento iperstatico {M},

-uguale per tutte le incognite, si ha:

Sq)i . q)i(Ml, veey Mj +m, .., Mn) - (Di(Ml,
SM,' m

Un problema delicato riguarda la scelta del valore di m, che
deve essere sufficientemente piccolo per poter approssi-
mare bene le derivate, ma non troppo per evitare che gli
errori di arrotondamento possano risultare troppo impor-
tanti; nel presente lavoro si & adottato un valore pari ad
un decimo del momento della soluzione elastica.

Si fa presente che i rami instabili del legame momenti-cur-
vature possono essere causa di non unicitd della soluzio-
ne ([16]). Nel presente lavoro le applicazioni vengono fatte
su strutture semplici, sottoposte a carichi crescenti mono-
tonicamente, per le quali si ritiene che questo problema non
abbia rilevanza.

M, .., M,




5. Risultati

| risultati esposti nel seguito riguardano travi continue a
due, tre, quattro campate.

In tutti i casi esaminati il carico & uniformemente distribui-
to e le travi hanno le sezioni caratterizzate dai legami mo-
menti-curvature di figura 12. Le sezioni sono debolmente
armate, con percentuale geometrica u = 0,402 % in cam-
pata e u = 0,536 % in appoggio.

5.1. Trave continua a due campate

In figura 13 vengono riportati i risultati relativi al caso della
trave su tre appoggi. In particolare sono riportati in ascissa
i valori del carico ed in ordinata i valori del momento iper-
statico sull'appoggio. E pure indicato il valore M, del
momento limite ultimo.

Il primo tratto O-A coincide con la soluzione elastica;
quando il momento sull’appoggio raggiunge il valore di
prima fessurazione (punto A), iniziano a formarsi le prime
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Fig. 12. Caratteristiche delle sezioni in campata ed in appoggio per

tutte le travi continue esaminate.
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Fig. 13. Trave a due campate: diagramma momento iperstatico/carico.
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fessure sull’appoggio centrale. Tale fessurazione provoca
una riduzione locale di rigidezza e di conseguenza ii mo-
mento iperstatico diminuisce, rispetto al valore elastico, in
percentuale via via crescente, fino a quando anche in
campata viene raggiunto il valore del momento di prima
fessurazione (punto B). In tale punto la riduzione del mo-
mento iperstatico, rispetto al valore elastico, & di circa il
25 %.

Se non si manifestasse la fessurazione in campata, la curva
proseguirebbe con andamento quasi rettilineo (tratto B-C").
Invece la fessurazione in campata provoca un progressivo
aumento del momento iperstatico, che gradualmente tende
al valore elastico (tratto B-C)(*), in accordo con i risultati
sperimentali ([17]).

Si fa presente che questi risultati sono in accordo con quel-
li ottenuti nel lavoro [2], anche se il confronto & possibile

(') Cio dipende dal fatto che la trave tende a fessurarsi lungo tutta la sua lunghezza
e quindi il momento d'inerzia tende a divenire costante lungo tutto |'asse.

L=
=
>

=
>
e

0.2

Maei=pl2/8
[TTTTTT)P

(ILITT

Fig. 14. Riduzione del momento iperstatico per differenti caratteri-
stiche del legame momento-curvatura (Ref. [2]).
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Fig. 15. Trave a due campate: influenza del tension stiffening.
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Fig. 16. Trave a due campate: influenza della pendenza del legame
momento-curvatura del secondo stadio.

limitatamente alla fase iniziale della fessurazione sugli ap-
poggi (tratto O-A-B). 1l punto P indicato nella figura 14
(tratta dal lavoro [2]) rappresenta la soluzione corrispon-
dente al carico ¢/g« =2 (0 anche My/Muq = 0,5) e ai
valori dei parametri adimensionali riportati in figura 13.
Occorre osservare che tali parametri governano il fenome-
no della ridistribuzione [2] e che quindi la curva di figura
13 ha validitd generale pur riferendosi ad una particolare
sezione: vale per tutte le sezioni, anche di forma diversa,
purché caratterizzate dagli stessi parametri adimensionali.
| risultati di figura 13 forniscono indicazioni utili sul ruolo
della fessurazione in campata, mostrando che essa avvie-
ne per valori del carico circa doppi di quelli di prima fes-
surazione.

I valori del tension stiffening indicati in figura 12 sono stati
ricavati dalla relazione approssimata (3) del paragrafo 3,
la quale fornisce valori del parametro adimensionale
vo ' /(y:" — yi7) pari a 0,43 per il legame momento-curva-
tura in campata e a 0,39 per quello sull’appoggio.

Per mostrare il ruolo del tension stiffening, nella figura 15
vengono confrontate le curve momento-carico per valori
pari a 3/4 e a 1/2 di quelli sopra indicati. Si pud vedere
come le differenze tra le curve sono di scarsa entitd, ren-
dendo cosi giustificato 'approccio approssimato del ten-
sion stiffening. Si noti inoltre che nel primo tratto del se-
condo stadio (ramo A-B) la curva corrispondente al
valore maggiore del tension stiffening presenta le minori
riduzioni di momento; dopo la fessurazione in campata
questo comportamento si inverte.

In figura 16 si studia I'influenza della pendenza del legame
momento-curvatura durante il secondo stadio: il diagram-
ma ottenuto con tension stiffening decrescente(?) & con-
frontato con quello a tension stiffening costante. Le diffe-
renze sono irrilevanti.

(*) Si & supposto che il tension stiffening abbia un valore iniziale pari a quello cal-
colato con la formula approssimata e che si annulli per un valore del momento pari
al momento limite ultimo. Si ha cosi (vedi figura sottostante):

(M- M.)EJ

EJ = 0
Ma—Mc: +yo" EJ
Mee Mo

g = B oy

° £J* EJ °




5.2. Trave continua a tre campate

Nel caso di travi simmetriche a tre campate, entra in gioco
anche il rapporto o tra la luce della campata centrale e quel-
la delle campate esterne. Sono stati tracciati (a parita di
tension stiffening) alcuni diagrammi (figg. 17, 18, 19, 20)
che mostrano notevoli differenze al variare del parametro a.
Anche in questi casi il momento iperstatico, dopo un’inizia-
le riduzione dovuta alla fessurazione sugli appoggi, au-
menta progressivamente, tendendo al valore della soluzio-
ne elastica, a causa della fessurazione in campata. Si pud
notare che la rapidita con cui si ha il ritorno ai valori ela-
stici dipende dal rapporto a: per o = 0,5 si ha il ritorno pit
rapido(%).

Mcam
Mapp

0.5

(*) La figura mostra I'andamento del rapporto tra valori elastic del momento in
campata e in appoggio in funzione del parametro «. Tale rapporto & massimo per x
compreso fra 0,6 e 0,6 ed & in tale intervallo maggiore di 1. Il valore del momento
in campata & quindi maggiore di quello sull’appoggio, tuttavia, essendo minore il
momento di prima fessurazione sull'appoggio, la fessurazione si innesca prima su
quest’ultimo, ma subito si estende lungo la trave.

5.3. Trave continua a quattro campate

In figura 21 & mostrato I'andamento delle due iperstatiche
al variare del carico q. In corrispondenza de! valore g, ini-
zia la fessurazione sugli appoggi 1 e 3, dove i momenti ne-
gativi sono massimi. All'aumentare del carico fino al va-
lore gg la crescita di M, @ ridotta, e conseguentemente si
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Fig.21. Trave a quattro campate: diagrammi momenti iperstatici/carico.
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Figg. 17-18-19-20. Trave a tre campate: diagrammi momento iperstatico/carico per vari valori del rapporto o tra la luce della campata

centrale e quella delle campate estreme.
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ha un aumento del momento intermedio W,. L'aumento
progressivo di M, provoca la fessurazione anche sull’ap-
poggio 2; cid avviene in corrispondenza del carico gg quan-
do il momento M: raggiunge il valore di prima fessurazione.
Per il valore g. del carico inizia la fessurazione nelle cam-
pate estreme e quindi, poiché M, tende a ritornare al va-
lore elastico, M, diminuisce. La fessurazione delle campate
intermedie non si manifesta per valori M, inferiori al mo-
mento ultimo.

5.4. Confronto sperimentale

In figura 22 sono riportati un diagramma sperimentale ca-
rico-freccia tratto da [1] ed il corrispondente diagramma

CONFRONTO FRECCE TEORICHE (*)E SPERIMENTALI {+)
400

\. o
\/
SPERIMENTALE

J
FRECCIA (mm) 5

Fig. 22. Diagramma carico/freccia: confronto fra risultati sperimen-
tali (Ref. [1]) e teorici.

teorico ottenuto applicando il metodo di calcolo qui espo-
sto. La curva sperimentale si riferisce alla trave di figura 23,
alla quale si sono imposti gli abbassamenti n misurando i
valori corrispondenti della reazione P(*).

Il confronto fra le due curve di figura 22 mostra un buon
accordo dei risultati teorici con quelli sperimentali. La cur-
va teorica passa per i picchi del diagramma sperimentale,
che corrispondono alla formazione delle fessure. 1 rami di-
scendenti non sono colti per via numerica in quanto l'ap-
proccio adottato prevede che l'intervalio fessurato cresca
con continuita. Nella realta la formazione di ciascuna fes-
sura produce un incremento di rotazione localizzata con
conseguente improvviso incremento di deformazione e ca-
duta di momento.

(*) Poiché it codice di calcolo non prevede la possibilita di imporre deformazioni,
si & adottato lo schema della figura sottostante nel quale viene applicato il carico
Ps =Rs = P//l,. In tal modo la freccia n della trave sperimentale si ottiene dal pro-
dotto n = ns///.
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Fig. 23. Trave sperimentale (Ref. [1]).

6. Conclusioni

Dall’'esame dei risultati & possibile trarre e seguenti con-
clusioni:

— Per le travi su tre appoggi la fessurazione in campata
avviene per un valore del carico pari all'incirca al doppio di
quello che provoca la prima fessurazione.

— 1l calcolo approssimato del tension stiffening appare ben
giustificato dato che variazioni non eccessive del suo va-
lore non producono sensibili effetti sulla ridistribuzione del-
le azioni flettenti.

— Le travi a tre campate, con luce intermedia pit piccola,
presentano modeste riduzioni del momento flettente. Nel
caso di luce intermedia molto piccola le riduzioni del mo-
mento diventano invece rilevanti (Figg. 18 e 20).

Bibliografia

[1] Gelfi P., Giuriani E., Legami momenti-curvature locali
di travi in cemento armato in presenza di taglio - Indagine
sperimentale col moiré, Atti del X Convegno Nazionale
A.LLAS. (Ass. Ital. Analisi Sollecitazioni), Arcavacata di
Rende, settembre 1982. .

[2] Giuriani E., Studio della ridistribuzione dei momenti
provocata dalla fessurazione nelle travi continue di c.a.,
Studi e Ricerche del Corso di Perfezionamento per le Co-
struzioni in c.a., Politecnico di Milano, vol. 4, 1982.

[3] Caironi M., Su uno schema di calcolo di strutture in
c.a. In regime elasto-plastico, Collana del Dipartimento di
Ingegneria Strutturate, n. 316, Politecnico di Milano, 1955.
[4] Toniolo G., Calcolo non lineare per la determinazione
delle sollecitazioni nei telai iperstatici in cemento armato,
Atti dell'lstituto di Meccanica Teorica e Applicata dell’Uni-
versita degli studi di Udine, IMTA/004, Udine, gennaio
1982.

[5] Giuriani E., Sforza C., Relazione fra momenti e curva-
ture medie e locali di una trave in c.a. sottoposta a distor-
sioni crescenti e ripetute - Ricerca sperimentale col metodo
del moiré per sovrapposizione, Studi e Ricerche del Corso
di Perfezionamento per fe Costruzioni in c.a., Politecnico di
Milano, vol. 3, 1981.

[6] Clark L. A., Tension stiffening in reinforced concrete
beams and slabs under short-term foad, Cement and
Concrete Association, Tecnical Report 42.521, 1978.

[7] Rao P. S., Subrahmanyan B. V., Trisegmental mo-
ment-curvature relations for reinforced concrete members,
Proceedings of the American Concrete Institute, vol. 70,
n. b, pp. 346-351.

[8] C.E.B./F.I.P., Codice modello per le strutture in ce-
mento armato.

[9] Giuriani E., Le curvature di travi in cemento armato



tenso e presso-inflesse nel primo e secondo stadio, Studi
e Ricerche del Corso di Perfezionamento per le Costruzioni
in c.a., Politecnico di Milano, vol. 1, 1979.

[10] Giuriani E., Theoretical analisis of the early second
stage in R. C. beams, C.E.B. Bulletin n. 153, 1982,

[11] Arga e Lima J., Monteiro V., Practical rules for the
computation of deflections, C.E.B. Bulletin n. 90, 1973,
[12] Leonhardt F., Vorlesungen uber Massivbau: Viertel
Teil, Springer Verlag, Berlin 1978.

[13] Schnobrich W. C., The solution of the nonlinear equa-
tions, Scordelis A. C., Finit element modeling of reinforced
concrete structures, Corso di Perfezionamento per le Co-
struzioni in c.a. - Analisi delle strutture in c.a. mediante il
metodo degli elementi finiti, Politecnico di Milano, giugno
1981.

[14] Broyden C. C., A class of methods for solving non-
linear simuftaneous equations, Math. Comp., 9, 1965.
[15] Giuriani E., On the effective axial stiffness of a bar in
cracked concrete, Bond in Concrete, Applied Science
Publishers, London 1982, pp. 107-126.

[16] Franchi A., Grierson D. E., Cohn M. Z., A Computer
system for the elastic-plastic analysis of large-scale
structures, Journ. Struct. Mech., 9(3), 295-324, 1981.
[17] Broz A., Donida G., Analisi sperimentale sul com-
portamento non lineare di una trave iperstatica in c.a. sotto
l'azione dei carichi di esercizio, La Prefabbricazione n. 6-7,
1978.

Ringraziamenti

Gli autori rivolgono un particolare ringraziamento al Prof.
Mario Caironi per gli utili suggerimenti forniti durante io
svolgimento del lavoro. Si ringrazia infine I'Impresa Gelfi
Costruzioni s.p.a. di Brescia che ha messo a disposizione
I'uso del caicolatore.

APPENDICE - Listato del codice di calcolo

Si riporta il listato del codice di calcolo scritto in « PRO/
BASIC », versione del Basic della Digital Equipment Cor-
poration per i computers della serie « Professional ». !l lin-
guaggio e compatibile con le altre versioni funzionanti sui
sistemi Digital PDP-11 e VAX.

SET DOUBLE

1 REM

2 REM

3 REM

4 REM

S REM

20 PRINT$=EDITH(CHR$(1SS

20 STOP$=EDIT#{CHR$(1535)

20 CLEAR

40 PRINT "

S0 REM

60 GOSUR 10000\ REM *#% Subroutine di INPUT DATI GEOMETRICI & CARICHI skw
REM

Scluzione trave continua in
presenzs di FESSURAZICNE

cEoEcic,2)

41,2y

TRAVE CONTINUA - SOLUZIGNE MON LIMEARE“SN PRINT

&0 FRINT "Yuci ls stamps del File dati
20 IF I3%=1 THEW G0SUB 14000

oo FRINMT

110 FRINT "-Vuoi la& seluzione elastica [<i=1] Y, INPUT ISTRUK
120 IF ISTRU%=1 THEN GOSUB 8000\ REM %% CALCOLO ELASTICO %%

130 REM

140 PRINT "-Mumero iteraziceni KK YN INPUT KK PRINT
150 PRINT "-Valore incremento infinitesimo [def.=qkl*1/80]:",\ INPUT I1DX%

160 IF IDX%=0 THEN DX=Q(1)*L{1)"2/80 ELSE DX=IDX%

170 PRINT .

186 IF JSTRU%=1 GOTO 230

130 FOR I=1 TO M

200 PRINT "-Uazlore di partenza iperstatiche XK(";I;")

[ei=1] AN INMPUT 1E%

YN INPUT XKD

210 NEXT I

220 PRINT

230 PRINT “-Uuoi la STAMPA [ei=1] : ",\ INPUT 1ST%
240 PRINT

250 IF IST%<{>1 THEN GOTO 310

260 PRINT PRINT$X\ PRINT TAB(1Q),’ CRAKING....‘\ PRINT

270 FOR I=1 TO N

280 PRINT ‘-Valore di partenzs iperstatiche XK(‘;I1;7)=;XK{I}
290 NEXT 1

00 PRINT

310 GOsuB 500

320 PRINT STOF$

330 PRINT “—Yuoi ripetere il programma [si=y] £\ INPUT ISg
340 IF IS$="y" THEN CLEGR \ PRINT \ GOTO 190

350 END

400 REM ok " ko

410 REM %% e — — IR——
500 REM RISOLVE il PROBLEMA non lineare

505 REM

510 FOR K=1 TQ KK\ REM **CALCOLA { valori iniziali delle funzioni %%

20 FOR I=1 TO N

S0 GOSUB 1000\ REM *% CALCOLA le ROTAZIONI al nede 717 %%k

40 B(1)=-FUNZ

S350 NEXT 1

560 GOSUB S000\ REM #*% CALCOLA LE DERIVATE PARZIALI DELLE FUNZIOMI %
570 GOSUB 6000\ REM %% RISOLVE il SISTEMA lineare k&

580 REM RISOLVE IL SISTEMA LIMEARE AVENTE COME COEFF.
590 REM LE DERIVATE PARZIALI DELLE FUNZIONI.
600 PRINT

€10 IF ISTRUZ%=1 THEM PRINT TAE(10)},“SOLUZIONE ELASTICA"
620 PRINT ™ PRINT * Passo ne";K;"—
630 PRINT

640 FOR J=1 TO N

850 XK(JY=XK{T)+X(J)

660 PRINT "M(";J5") = " ,XK(J)

670 NEXT J
680 NEXT K
690 PRINT
706 PRINT *
710 PRINT
720 RETURN
730 REM * * *
1000 REM "SUBROUTINE CHE CALCOLA I UALORI

101d REM DELLE ROTAZIONI FER IL NODO I".

1020 REM Entra con il valore di XK(i-1)

1030 REM HKRC1),XK(i+1) .

1035 REM

1040 REM **#*%k Definiziene parametri per SUBRGUTINE ROTAZIONI ik

1050 LI=L(IINEJM=EXJIOTAZM(I)INEJP=EXJOTARP(I}NEJOTA=EXJOTACT )

1060 TSFM=TENSM(I)NTSFP=TENSP(I)

1070 QD=Q(T)

1080 MCRPI=MCRP(I)\MCRMI=MCRM(I)

1030 MS=-XK{I-1)

1100 MD=-XK(I)

1110 Jsav=J

1120 GOSUB 2000

1130 J=J5aY

1140 FUNZ=-FD

1150 MS=-XK(1)

1160 MD=-XK(I+1)

1170 I=I+1

1180 LI=L(I)NEIM=E*JOTAZM(IINEJP=EXJQTAZP (1 )\EJOTA=ExJOTA(I}

1190 TSFM=TENSM(I)N\TSFP=TENSP(I)\MCRPI=MCRP(I)\MCRMI=MCRM(I)

1200 JsAav=Jd

1210 GOSUB 2000

1220 J=JSAY

1230 I=I-1

1240 FUNZ=FUNZ+FS

1250 RETURN

PRINT \ GOTO 640

1260 REM * ok * *,
2000 REM Calcolo di rotazioni sotto carico distribuite

2010 REM momenti di estremita’.

2020 REM M8=Mom. Sinistra— MD=Mom. Destra-Positivi terndoni fibre infer.
2030 REM UD=Caricce distribuito-TSFP,TSFM=Tensicn stiffening (+)e(-)
2040 L=LI

2050 GOSUB 3000
2060 DEF FNFD(X,Q,L R ,M)=(~0kX" 4%/ B+RAX 3%/ B-MAX " 2%/ 2 ~T SHEJRXKX/2) /L/ET
2070 RD=QD*L1/2-(M5-MD) /LI

2080 RS=QD*L1/2+(MS-MD) LI

2090 EJ=EJM\TS=-TSFM

2100 FS=FNFD((LI-XM1),Q0,LI,RD,MD)~FNFD((LI-XM2),QD,L1,RD,MD)
2110 FS=FS+FNFD((LI-XM3) ,00,LI ,RD,MD)~FNFD( (L1-XM4) ,QD,LI ,RD,MD)
2120 EJ=EJP\TS=TSFP

2180 FS=FS+FNFD((LI-XP1),QD,LI ,RD,MD)~FNFD(({LI-XF2},QD,L1,RD,MD)
2140 FS=FS+FNFD((LI-XP3),QD,LI ,RD,MD)~FNFD( (LI-XP4),Q0,L1,RD,MD)
2150 EJ=EJOTANTS=0

2160 FS=FS+FNFDC(LI-XEL),Q0,L1,RD,MD)~FNFD( (L1-XE2) ,Q0, LT ,RD,MD)
2170 F3=FSH+FNFD(({LI-XE2),QD,L1,RD,MD) ~FNFD((LI-XE4},QD,LI,RD,MD)
2180 EJ=EJM\TS=-TSFM

2190 FD=FNFD(XMZ,QD,LI ,RS,MS)~FNFD(XML ,QD, LT ,RS,MS)

2200 FD=FD+FNFD(XM4,QD,LI ,RS,MS) ~FNFD(XM3,QD,LI ,RS,MS)

2210 EJ=EJPN\TS=TSFP

2220 FD=FD+FNFD(XPZ,QD,L1,RE,MEY-FNFD(XP1,0D,LT ,RS,MS)

2230 FD=FD+FNFD(XF4,GD,L1,RS,MS)-FNFD(XP3,Q0,LT ,RS,HS)

2240 EJ=EJOTANTS=C0
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30

FD=FD+FNFD(XE2,0D,LI,RS,MS)-FNFD(XEL,QD,LT,RS,MS)

F D+FNFD(XE4,QD,LI,RS,M5) -FNFD(XE2,QD,LI (RS,MS)

FD=-FD

RETURN

REM kokk kA * * * ke

REM Calcole degli estremi dd integrazione

REM X1,X2,X3,X4

DEF FN1=-(-B-(B"2%-4%0%C)*.5)/ (2kA+(A=0) 1%k (A<>0 ) —CA(B+(B=0) 3k (A=0)4(B{>0)
DEF FN2=—(—B+(B"2%—4*kA%C) " .5}/ (ZKkA+(A=0) )* (AL>0) —C/ (BH{B=0) )% (A=0)*(BL>0)
DEF FNDEL=B*B-4*A%C

REM Se QD & molte piccole il valore minimo si ricava dalla relazione:

REM QZEROD*LI%%2/8=ZERU%(ABS(MS)+ABS(MD})/2 purche >ZERD
ZERO=,000001

QZERD=ZERO* (ABS(MS)+ABS(MD) )*4/L1*2

IF QZERO<ZERO THEN QZERO=ZERO

QDT=0D

IF ABS(QDT)<QZERO THEN QDT=QZEROD

IF QDT<0 GOTO 3160
MST=MS\MDT=MD\MCRMT=MCRMI\MCRPT=MCRPI

GOsSUB 4000

GOTQ 3220

REM Caso QD<0

QDT =-QDT\MST=-MS\MDT=-MD\MCRMT=MCRF I \MCRPT=MCRMI

GOSUB 4800

KMIT=XMINXM2T=XM2\XMIT=XM3\XM4T=XM4

XML =XPINXM2=XP2\XM3=XP3\XM4=XF4

XP1=XM1T\XP2=XM2T \XP3=XM3T\XP4=XM4T

RETURN

REM *

REM Subroutine usata sia per QD0 che per QD<O

REM Calcola ectremi integrazione per MCRM
A=QDT/2\B=-(QDT*L I/ 24+MST/LI~MDT/LI }\C=MST-MCRMT

IF FNDELCO THEN XM1=0\XM2=LI\XM3=LI\XM4=LI\ GOTO 4090
XM1=0\XM2=FNI\XM3=FN2\XM4=L1

IF XM2<0 THEN XM2=0

IF XM2>LI THEN XM2=L1

IF XM3>LI THEN XM3=LI

IF XM3<K0 THEN XM3=0

REM Calcola estremi integrazione per MCRP

C=MST+MCRPT

IF FNDEL<O THEN XPL1=XM3\XP2=XME\XF3=XM3\XP4=XMZ\ GOTQ 4170
XPL=FNLI\XP2=FN2\XP3=XM3\XP4=XM3

IF XP1<0 THEN XP1=0

IF XP1>LI THEN XPl=LI

IF XP2<0 THEN XP2=g0

IF XP2>LI THEN XP2=LI

REM Definisce gli intervalli elastici
XEL=XM2A\XE2=XP1\XE3=XP2\XE4=XM3

RETURN

REM Yook Kk Kk Ak K FokhkFkhdkddokkkk K
REM *% CALCOLA I VALORI DELLE DERIVATE #%

REM *% PARZIALI DELLE FUNZIONI.* ok

FOR I=1 TO N

FOR J=I-1 TO I+41

IF J=0 THEN 5120

IF J>N THEN S1z0

TMP=XK{J)

XK{J3=XK(J)+DX

GOsuB 1000

REM Ritorna col valore B(I}=FUNZ per XK(J) incrementato
XK(J)=THMP

AT, J)=(FUNZ+B(1))/DX

NEXT J

NEXT 1

RETURN

REM skkookeakakokakskok * Hokk 4 * Kk
REM *% SISTEMA LINEARE DI N EQUAZIONI IN N INCOGNITE #k

REM ACLLJ)Y X(1) = B(I)

ILL=0

REM CASO PI N=1

IF N>1 THEN 6150

IF A(1,1)=0 THEN 6090
IF N¢=0 THEN &1Z0
X(1)=B(1)/A(1,1)
RETURN

TLL=1
PRINT *
RETURN
ILL=1
PRINT * Numero di equazioni <=0*
RETURN

REM CASD GENERALE
NLESS1=N-1

FOR 1=1 TO MLESS1

BIG=ABS(A(I,1))

L=1

IPLUS1=I+1

FOR J=IPLUS1 TO N

IF (ABS(A(J,1))-BIG) <=0 THEN 6250
BIG=ABS(A(J, 1))

*M A TRICE SINGOLAR EX

L=J

NEXT J

REM Interscambio se necessario

IF BIG(>0 THEN 6310

TLL=1 -

PRINT *kM A TR I CE SINGOLAR Exk "
RETURN

IF L-1=0 THEN &410

FOR J=1 TO N

TMP=A(L,J)

A(L,J)=ACT, D)

A(L,J)=TMP

NEXT J

THMP=B(L}

B(L)=B(I)

B(I1)=TMF

REM 8i riduceno i ceefficienti a zero
FOR J=IPLUS1 TO N

QUAT=AC(I, I)/ACL,I)

FOR €=1PLUS1 TO N

A(JT,Cy=A(J,C)-QUOT*A(L,C)

NEXT C

B(J)Y=B({J)-QUOT*B(I)

NEXT J

NEXT 1

IF A(N,N)<>0 THEN 6540

ILL=1
PRINT *
RETURN
STOP
X(N)=B(N) /AN N3
I=N-1

*%kM &4 T R 1 C E SINGOLAR E&L "

SuM=0

IPLUSI=I+1
FOR J=IPLUS1 TO N

6590
6600
610
6620
(e
5640
7300
7910
gooa
go10
8020
8030
8040

8050

13030
12040
14000
14010
14020
14030
14040
14050
14060
14070
14080
14090
14100
14110
14120
14130
14140
14150
14160
14170
15000
15010
15018
15020
15030
15040
150560
150en

SUM=SUMEA (T, JI*X(J)

NEXT J

X1 =(8(1)-8UMI /AT, 1)

I=1-1

IF 1>0 THEN &S60

RETURN

REM dok - ¥ sk
REM kb el Fekk ek dekoded ke
REM #k%  SOLUZIONE ELASTICA ok

KK=1

PRIMT “ PRINT “ PRINT

PRINT "-Incremente infinitegime
IF ISTDX%=0 THEN DX=Q(1*L{1)"~2/8B0 ELSE DX=ISTDX%
FOR I=1 TO NC

MCRP (X Y=MCRP (I)*10\MCRM{IY=MCRM(I}*10
NEXT I

PRINT

PRINT "-Uuci la STAMPA

IF IST%=1 THEN PRINT PRINT$
ISTRUZ%=1

[si=1}

"N INPUT 1ST%

GOSUB S00N REM ** Risolwve il problema con Mer = infinito %%

1STRUZ%=0
FOR I=1 TO NC
MCRP(1)=MCRP(I}/10\MCRM(I)=MCRM(I1>/18
NEXT I
PRINT STOF%
PRINT TAB(10),"CRAKING..."
PRINT
RETURN

{def.=(q¥xl*l)/80=returnl:" ,\ INPUT ISTDX%

REM & Fekokdkke

REM Yok e K ke ke ek ek ek

REM ok
REM .
GOSUB 11000 REM Imizializzazione dell’ INPUT
1CAMPMX%=10

DIM #1,AINF(ICAMPMXZ,11)\ DIM DOM$(11)

REM PRINT “Nome del file di dati £7,\ INPUT FIL$
REM OPEN FIL$ FOR OUTPUT AS FILE #1

REM PRINT "TITOLO =", “rem INPUT A$\rem
I INP%=10\1CAMP%=0

SUBROUTINE di INPUT *%

PRINT #1,A%

DOM&(10)="Numeroe delle campate NC'\ GOSUB 12000\ G0SUB 13000

NC=AINF(0,10)

GOSUBR 15000

DOM$(1)="Luce della campata L

DOM$(2)="Carice distribuito Q"

DOM$ (3)="Memento di craking MCRM"
di eraking MCRP"
d’inerzia 1° stadio J"
d’inerzia 2° stadio JaM"
d’inerzia 2% stadio Ja2p"
stiffening TENSM"

DOM$(S)r="Tension stiffening TENSP"

FOR I=1 TO NC

PRINT

BE="CAMPATA N° "

PRINT B%;1

1CAMP%=]

TINP:

FOR TO 2\ GOSUB 12000N NEXT J

LCI)=AINP(ICAMP%, 1)NQCT) =AINP{ ICAMPS , 2)\MCRM( I ) =AINP ( ICAMP%, 3)
MCRP( I =AINP(1CAMPY% , 4)\JOTA(L ) =AINP (1 CAMP#%, 5)N\JOTA2M( 1) =AINP( ICAMP%,6)
JOTAZP (1) =AINP(ICAMPZ , 7 )N\NTENSM( 1 ) =&INP{ICAMP% , 8)\TENSP (I ) =AINP(I1CAMP%, 2)

GOSUB 13000

NEXT I

N=NC-2

DOM#$(11)="Valore del Medulo Elastico E®
TIHF LN CAMPL =

FRIMT N GO=UE 1ROU0N GOSUE 13060

E=AINP(0,11)

PRINT

RETURN

REM *
REM *X Bubroutlne Ui aniziwirszazione geLlt”
REM

kv dekok ALk

PRINT "Nome del File [def.=TRCNGLIMN.DAT]",\ INPUT FIL$

IF LEN(FIL$)=0 THEN FIL#%="TRCNOLIN"
OPEN _FIL® A4S FILE #1, VIRTUAL

INPUT ok

PRINT N PRINT “"Corregge i dati [si=11",N\ INPUT ISTINP%Z\ PRINT
RETURN

REM # ek

REM Subroutine di INPUT

REM

GOTO 12090
"y " ;DOMS(IINP%) ;TAB(S0)

LINPUT INP$

TINP%=1INP%+1

IF LENCINP$)}=0 THEN RETURN
AINP(ICAMPY% , T INP%-1) =UAL ( INP$)

RETURN

REM Visualizza senza correzione

PRINT ITINP&;") " ;DOM&(IINP%);TAB(S0);
TINP%=1INP%+1

RETURN

"AINPCICAMPZ  TINP%) §

Y ;AINP(ICAMPY% , T INP%)

REM dokokdkkkkdkkdhkkhkhkdk * Hedokdokdokok *
REM Subroutine di correzione

REM

IF THEN RETURN

TINPZ=ISTZ\ISTINP%=1\ GOSUB 12000\ GOTO 13010

REM

REM %k
REM %% Subroutine di STAMPA %k
CLEAR

PRINT "Nome del File di OUTRUT

IF LEN(OUT$)=0 THEN OUT$="lp:"
OPEN OUT$ FOR OUTPUT AS FILE #2
PRINT #2,TAB(20),DOM$(10)+’ =’ ;NC
FRINT #2,TAB(203,’
FOR J=1 TO NC
PRINT #2,B$;J\ PRINT #2

FOR I=1 TO 2

ERINT #2,1;7)7;00M$C1) ;TAB(20) ;7 =" ;AINP(I, 1)
NEXT ¥

PRINT #2

NEXT J

PRINT #2\ PRINT #2,D0M$(11);”
RETURN

3E

N PRINT #2

[def=LF:I" ;N\ INPUT OQUTS

REM

REM FeAedede e ek e ek ek ke e dok ok ke ok ke Fekk K&k

REM ok DIMENSIONG GLI ARRAJS  Hk

REM

DECLARE DOUBLE L(NC),Q(NC)

DECLARE DOUBLE MCRP(NC) ,MCRM(NC) ,TENSP(NC) , TENSM{NC)
DECLARE DOUBLE JOTAZF(NC) ,JOTAZM(NC) ,JOTA(NC)
DECLARE DOUBLE XK(NC),B(NC) (X(NC) ;A4(NC,NC}

RETURN



